FUNZIONI DI PIU’ VARIABILI

Esercizi proposti

1. Determinare il dominio delle seguenti funzioni e rappresentarlo graficamente :

(@) flz,y)=v1-2—y?

(b) f(z,y) =log(l —a?) +log(1l —y?)

_ Y
© f(.0)=tan?
(d) f(z,y) = arcsin ﬁ _T_ )

(€) flay)=("+y*)~"

:{(x,y):x2+y2 §1}}

:{(x,y):—1<x<1,—1<y<1}]

w f00) ]

2. Determinare le linee di livello e I'immagine delle seguenti funzioni:

() fo.y) =20+ 3y (@) w="22Y vk () =R]
_I2 2 T : CE2 y2

(b) flz,y) =2 +4y (z,y) (JE)2+(\/E/2)2

(©) flay)=ay (2.9) say =k} ¥k, Im(f) =R |

(d) flz,y) = Va? +4y?

© f) =557

3. Calcolare i seguenti limiti :

(a) lim % [ non esiste }
(z,y)—(0,0) T= + ¥y

¢ lim zy log(2? + y? [0}

) )l YY)

P+

.’E2 y2

(k/2)?

k.2

Ly = 2K%? +k2} Vk>0, Im(f)=

:RQ\{(%y):y:gx—i—kmv (kGZ)UxZO}}

[0, +00) }

2

(b

(d)

4. Calcolare il gradiente delle seguenti funzioni

oy —ycosz 1
(2) flz.y) = sin [( sinz 'sinz
em/y xer/y
c f z,y :ez/y |:( y
(¢) flz,y) ; /7

1 Y
)

© s = (1+

)

)

:tang
T

(b) flz,y)

(@) flay) = yose [(

lim Y
(2.9)—(0,0) 2 + 32

r+y
(2,y)—(0,0) T —Y

(

ylog T log Yy

U

-y

:{(x,y) : (x2O,yzO)U(ﬂcﬁovygo)}\{(o’o)}]

- 1} VE>0, Im(f)= [0,—|—oo)}

- 1} Yk >0,{(0,0)} k=0, Im(f)=0,+o0) }

[ non esiste ]

x2cos?(y/x) x COsgl(y/ z) )]

T

ylogxfl log l’):|



5. Determinare il gradiente ( se esiste ) delle seguenti funzioni nei punti indicati:
(a) flz,y) =+/|lr—y| 1in (0,0) [ non esiste ]
(b) fle,y) = |sine —siny|(@®+y?) i (0,0) [(0,0)]

(c) flz,y) = (xy—rr—y)lm—gf\ in (1,1) [non esiste}

6. Calcolare le derivate parziali prime e seconde, verificando la validita del teorema di Schwarz:

(a) flz,y)=e" v

2 2 2 2 2 2 2
[vf(af,y) = (2ze” TV, 2ye” TV, 0 f(év,y) =2¢" 1V (1 + 22%),

0x?
-
(b) flay) =y — 22
Vi) = (). 9 = (=g
o2 f 1 o2 f o2 f v

% (z,y) = _4(y —222)3/27  dxzdy (@) = 0yox (z,9) = @—2552)3/2]

(¢) fz,y) =log

Tty

B 1 1 O*f _ 1
#2f, 1 0y O () = —
@(x,y) aCEEk 8x8y(x’y) = 8y8x(x’y) = (x—l—y)z]

7. Determinare le derivate delle seguenti funzioni lungo le direzioni e nei punti assegnati:

2

oyt L
(a) flz,y) = e — in (1,0) nella direzione ¥ = (2,1) {4}

2
(b) flz,y) = e ip (1,0) nella direzione del vettore ¥ = (1,1) {—J .

8. Determinare il piano tangente al grafico delle seguenti funzioni :
(a) f(z,y) = 2% + y* + 1 nel punto (0,1,2) [z = 2y}
(b) f(z,y) = 2% — 32 nel punto P(1,1,0) [z =2z — y)}

(¢) f(z,y) = z* — 22y? — 222 + 292 nel punto P(0,1,2) [z =4y — 2}

9. Determinare lo sviluppo di Taylor di secondo grado centrato nell’origine delle seguenti funzioni :
(a) f(zy) =+ +aysin(oy) [[(2.y) =a® + 3 +o(a? +1?)]
(b) flw,y) =Tlog(1+a%%) [ f(w,y) = ofa® +4?)]

(¢) flx,y) =ye" [f(a% y) =y +xy+o(z® + yQ)]



10. Calcolare gli eventuali punti di massimo, minimo o sella delle seguenti funzioni:

11. Data la funzione z = 32*, si chiede di:

{0

(a) f(z,y) =2+ 2zy — 4o+ 8y
(b) f(z,y) = 22° — 62y + 3y°
(¢) flz,y)=a+y>—(1+z+y)?

(d) flz,y) =a* —2?y® — 22% + 2¢°

@) Sy =" +5 v

xr
(f) f(%l/)zm
2 2
(2) f(w,y)=%+%y
(h) flz,y) =+ —2? —y*+3

() flz,y) =" Tv—4a" =3

(J) f(x’yaz) = TYz

(a) Determinarne il dominio.

[(—4,6) sella |
[(0,0) sella ; (1,1) minimo |

[(—1/3, —1/3) massimo ; (—1,—1), (1, —1), (=1, 1) selle |
[(—1,0), (1,0) minimi ; (0,0, (£v2, V2), (+v2, —v/2) selle |

[(—64, —8) sella |
[(—1,0) minimo ; (1,0) massimo ]

[(0,—1) minimo ; (2, —2), (=2, —2) selle ]

[(0,0) massimo , {(z,y): 2?4+ y* = 3} minimi ]

[(0,2), (—v/2,0)(1/2,0) selle ;(0,0), (v/2,2), (—2,2) massimi |

[ gli assi coordinati sono punti di sella ]

(b) Scriverne la formula di Taylor nell’intorno del punto (1, 1), esplicitandone i termini fino al secondo ordine

compreso. [ 2 — 22 — 2y + 2xy + 3 + o(x? + ?) ]

(c) Trovarne i punti stazionari e stabilirne il tipo. [ (0,1) sella }

12. Data la funzione f(x,y) = —x3 + 22 + y? — xy? + 42 — 4, cercarne i punti critici e caratterizzarli con la matrice
Hessiana. Calcolare inoltre la derivata direzionale di f nel punto di coordinate (1,1) e nella direzione del versore

u=—5(1,-1).
[ (1,v3), (1, —V3) selle , (% + @,O) massimo , (é - @’O) minimo , %(1’1) =2

13. Calcolare V f e V2f del campo scalare f(z,y,2) = (#* 4+ y* + 22)_1/2
| V=@t y?+22) Y @yn), v =0

14. Calcolare divergenza e rotore dei seguenti campi vettoriali :

(a) F(x,y,2) = (vy?, yz?, 2a?) [ V- -F=22+y?>+2% VAF=2yz 21z, 217) ]

(b) Fl(x,y,z) = (xe*, ye®, ze¥) [ V- F=e"4+eV+¢*, VAF=(-¢Yz, —c%z, —c"y) }

(b) F(z,y,2) = (z, y, 2) {V.Fzs, VAF:(O,O,O)}

= i y z . = =
(d) F(z,y,2) = <(x2+y2+22)3/2, EEESEEweL (z2+y2+22)3/2> [VF 0, VAF (0,0,0)}



