
Comunicazioni elettriche A

Corsi di Laurea Triennale in Ingegneria Elettronica e

Ingegneria delle Telecomunicazioni

Prova finale del 19/1/2004

Tempo a disposizione: 2 h.

Nel sistema di trasmissione per segnali numerici mostrato in Fig. 1, il segnales(t) è del tipo:

s(t) =
∑

i

aiδ(t− iT ) .

I simboli ai sono indipendenti e possono assumere i valori{±1} con uguale probabilità, l’inter-
vallo di segnalazione èT = 1 µs, ed il rumorew(t) è gaussiano bianco con densità spettrale di
potenzaN0/2 conN0 = 0.125 V2/Hz.

1. Supponendo che il canaleC(f) si possa considerare passa basso ideale nella bandaB =
700 kHz, si dimensionino i filtriHT (f) e HR(f) in modo da massimizzare il rapporto
segnale-rumore al campionatore e che l’impulso al campionatore abbia spettro a coseno
rialzato con bandaB.

2. Si calcoli la probabilità d’errore per il ricevitore dimensionato al punto precedente.

3. Con i filtri HT (f) e HR(f) così dimensionati, si determini il valore degli interferenti
quando il canale ha risposta in frequenzaC(f) = 0.8e−j1.4πf/B + 0.4 cos(1.4πf/B).

4. Si calcoli l’errore quadratico medioJ = E{(xk − ak−1)
2}.

5. Nell’ipotesi di utilizzare ancora un decisore a soglia, si calcoli la probabilità d’errore in
presenza di ISI.

6. Si dimensioni un equalizzatore a 2 prese secondo il criterio del minimo errore quadra-
tico medio (indicando conyk il campione all’uscita dell’equalizzatore, si assuma come
funzionale da minimizzareJe = E{(yk − ak−1)

2}).
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Figura 1:
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Soluzione.

1. I filtri HT (f) e HR(f) devono essere scelti in modo tale che siaHR(f) = H∗
T (f) (filtro

adattato) e cheHT (f)HR(f) = GN(f) doveGN(f) è una funzione che soddisfa la con-
dizione di Nyquist di assenza di ISI. PertantoHT (f) e HR(f) possono essere scelti con
risposta in ampiezza a radice di coseno rialzato conroll-off tale che sia

1 + α

2T
= B ⇒ α = 2BT − 1 = 0.4

2. AssumendogN(0) = 1, il campione all’uscita del filtro adattato ha espressione

xk = ak + nk

dovenk è una variabile casuale gaussiana a media nulla e con varianza

σ2 = E{n2
k} =

N0

2

∫ ∞

−∞
|HR(f)|2 df =

N0

2

∫ ∞

−∞
GN(f) df =

N0

2
gN(0) =

N0

2
.

La probabilità d’errore sul bit può quindi calcolarsi come

Pb = P{âk 6= ak} =
1

2
P{âk 6= ak|ak = 1}+

1

2
P{âk 6= ak|ak = −1}

dove

P{âk 6= ak|ak = −1} = P{xk > 0|ak = −1}P{−1 + nk > 0} = P{nk > 1}

= Q
(

1

σ

)
= Q

(√
2

N0

)

e analogamente

P{âk 6= ak|ak = −1} = Q

(√
2

N0

)
.

Pertanto

Pb = Q

(√
2

N0

)
= Q(4) ' 3.17 · 10−5 .

3. La risposta in frequenza del canale può essere espressa come

C(f) = 0.8e−j2πfT + 0.2e−j2πfT + 0.2ej2πfT = e−j2πfT + 0.2ej2πfT

la cui antitrasformata è
c(t) = δ(t− T ) + 0.2δ(t + T ) .

La spettroG(f) dell’impulso dopo il filtro adattato sarà quindi

G(f) = HT (f)C(f)HR(f) = GN(f)C(f)
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la cui antitrasformata è

g(t) = gN(t− T ) + 0.2gN(t + T ) .

Si ha quindigk = δk−1 + 0.2δk+1 ed il campione all’uscita del filtroHR(f) può essere
espresso come

xk = ak−1 + 0.2ak+1 + nk .

Si ha pertanto un solo interferente di peso0.2.

4. L’errore quadratico medio può calcolarsi come

J = E{(xk − ak−1)
2} = E{(0.2ak+1 + nk)

2} = 0.04 + σ2 = 0.1025

avendo sfruttato l’indipendenza tra i simboli e il rumore ed il fatto cheE{a2
k} = 1.

5. In queste nuove condizioni, la probabilità d’errore può calcolarsi come

Pb =
1

4
P{âk−1 6= ak−1|ak−1 = 1, ak+1 = 1}

+
1

4
P{âk−1 6= ak−1|ak−1 = 1, ak+1 = −1}

+
1

4
P{âk−1 6= ak−1|ak−1 = −1, ak+1 = 1}

+
1

4
P{âk−1 6= ak−1|ak−1 = −1, ak+1 = −1}

dove

P{âk−1 6= ak−1|ak−1 = 1, ak+1 = 1} = Q
(

1.2

σ

)

P{âk−1 6= ak−1|ak−1 = 1, ak+1 = −1} = Q
(

0.8

σ

)

P{âk−1 6= ak−1|ak−1 = −1, ak+1 = 1} = Q
(

0.8

σ

)

P{âk−1 6= ak−1|ak−1 = −1, ak+1 = −1} = Q
(

1.2

σ

)
.

Pertanto

Pb =
1

2
Q

(
1.2

σ

)
+

1

2
Q

(
0.8

σ

)
=

1

2
Q(4.8) +

1

2
Q(3.2) ' 1

2
Q(3.2) ' 3.4 · 10−4 .

6. All’uscita di un equalizzatore a 2 prese, si ha

y(t) =
∑

i

aiq(t− iT ) + ne(t)
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dove, indicando conc0 e c1i pesi dell’equalizzatore,

q(t) = c0g(t) + c1g(t− T )

ne(t) = c0n(t) + c1n(t− T )

e quindi, essendoqk = c0gk +c1gk−1 = c0δk−1 +0.2c0δk+1 +c1δk−2 +0.2c1δk, il campione
all’uscita dell’equalizzatore può essere espresso come

yk = 0.2c0ak+1 + 0.2c1ak + c0ak−1 + c1ak−2 + nek .

Il funzionale da minimizzare è

J(c0, c1) = E{(yk−ak−1)
2} = E{(0.2c0ak+1 +0.2c1ak +(c0− 1)ak−1 + c1ak−2 +nek)

2}
e sfruttando l’indipendenza dei simboli e di simboli e rumore ed inoltre sapendo che
E{a2

k} = 1,
J(c0, c1) = 0.04c2

0 + 0.04c2
1 + (c0 − 1)2 + c2

1 + E{n2
ek}

Il valore quadratico medio del rumore dopo l’equalizzatore si calcola semplicemente come

E{n2
ek} = E{(c0nk + c1nk−1)

2} = c2
0E{n2

k}+ c2
1E{n2

k−1}+ 2c0c1E{nknk−1}
= (c2

0 + c2
1)σ

2

avendo sfruttato il fatto che

E{nknk−1} = E{n(t)n(t− T )} = Rn(T )

e poiché la densità spettrale del rumore dopo il filtroHR(f) è Sn(f) = N0

2
|HR(f)|2 =

N0

2
GN(f), antitrasformando si haRn(τ) = N0

2
gN(τ) e quindi

E{nknk−1} = Rn(T ) =
N0

2
gN(τ) = 0 .

Il funzionale da minimizzare risulta quindi

J(c0, c1) = 0.04c2
0 + 0.04c2

1 + (c0 − 1)2 + c2
1 + (c2

0 + c2
1)σ

2

e di conseguenza il sistema di equazioni da risolvere risulta

∂J(c0, c1)

∂c0

= 2(0.04c0 + c0 − 1 + c0σ
2) = 0

∂J(c0, c1)

∂c1

= 2(0.04c1 + c1 + c1σ
2) = 0

la cui soluzione è

c0 = 0.907

c1 = 0

corrispondente ad un errore quadratico medio minimoJe,min = 0.093. Pur essendo di-
minuito (di poco) l’errore quadratico medio con l’introduzione dell’equalizzatore, ciò non
corrisponde ad un miglioramento della probabilità d’errore. Infatti, essendo nulla la se-
conda presa dell’equalizzatore, esso in realtà si comporta da semplice attenuatore e quindi,
essendo attenuati della stessa quantità sia il segnale che il rumore, la probabilità d’errore
rimarrà invariata.
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