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Prova finale del 10/1/2006

Tempo a disposizione: 2 h.

1. Si vuole trasmettere un segnale audiox(t) di bandaBx = 10 kHz. Per far ciò, il segnale,
normalizzato in modo che sia|x(t)| ≤ 1, è prima campionato e poi quantizzato suq = 1024
livelli. Per la trasmissione si utilizza una PAM quaternaria.

(a) Si calcoli la potenza del rumore di quantizzazione.

(b) Si determini la minima banda occupata nella trasmissione.

2. Si enunci e si dimostri la condizione (di Nyquist) che devesoddisfare lo spettro dell’impulso
dopo il filtro adattato affinché si abbia l’assenza di interferenza intersimbolica.

3. In un sistema di comunicazione PAM quaternario con impulso trasmessop(t) = 1√
T

sinc( t
T

), i

simboli trasmessiak appartengono all’alfabeto{±α,±3}, con0 < α < 3 e sono indipendenti
ed equiprobabili. L’intervallo di simbolo èT = 50µs ed il segnale è trasmesso su un canale
che introduce rumore additivo gaussiano bianco con densitàspettrale di potenzaN0/2.

(a) Si determini la densità spettrale di potenza del segnaletrasmesso (e se ne disegni il grafico)
e la banda occupata.

(b) Si dica se, dopo il filtro adattato, è soddisfatta la condizione per l’assenza di interferenza
intersimbolica.

(c) Nell’ipotesi di utilizzare un decisore a soglia, si determini il valore di α che consente di
minimizzare la probabilità d’errore sul simbolo.

Risultati e soluzione: http://www.tlc.unipr.it/people/colavolpe
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Soluzione

1.

(a) Come è noto, la potenza del rumore di quantizzazione ha espressione

Nq =
1

3q2

e pertanto
Nq ≃ 3.2 · 10−7 ≃ −65 dB.

(b) La minima banda occupata si ottiene quando si campiona con la minima frequenza di
campionamento (pari aFc = 2Bx e quindi l’intervallo di campionamento èTc = 1/2Bx)
e quando si utilizza per la trasmissione un impulso con spettro a radice di coseno rialzato
con roll-off α = 0. Poichéν = log4 1024 = 5, per ogni campione e cioè ogniTc secondi
si devono trasmettere 5 simboli quaternari. Pertanto l’intervallo di segnalazione dovrà
essereT = Tc/5 e quindi la banda occupata sarà

B =
1 + α

2T
=

1

2T
=

5

2Tc

= 5Bx = 50 kHz.

2. Domanda di teoria.

3.

(a) La densità spettrale di potenza del segnale trasmesso è

Ss(f) =
Sa(f)

T
|P (f)|2

dove

Sa(f) =
∞
∑

m=−∞

Ra(m)e−j2πfmT

con

Ra(m) = E{ak+mak} =

{

E{a2
k} = 1

2
(α2 + 9) perm = 0

E{ak+m}E{ak} = 0 perm 6= 0
.

Pertanto

Sa(f) =
1

2
(α2 + 9)

e poiché
P (f) =

√
T rect(fT )=

√
T

∏

(fT )

si ha

Ss(f) =
1

2
(α2 + 9)

∏

(fT )

il cui grafico è mostrato in fig. 1. La banda occupata èB = 1

2T
= 10 kHz.

(b) Poiché è
G(f) = |P (f)|2 = T

∏

(fT )

l’impulso g(t) ha spettro a coseno rialzato con roll-off zero e quindi è soddisfatta la
condizione per l’assenza di interferenza intersimbolica.

(c) Determiniamo prima di tutto la probabilità d’errore in funzione diα. Poiché èg(0) =
Ep = 1, il campionexk all’uscita del filtro adattato ha espressione

xk = ak + nk
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Figura 1:

dovenk è una variabile casuale gaussiana a media nulla e varianzaσ2 = N0

2
. Poiché i

simboli sono equiproobabili, il decisore avrà soglie a metàtra i simboli e cioè0,±3+α
2

.
La probabilità d’errore ha espressione

P (âk 6= ak) =
1

4
P (âk 6= ak|ak = α) +

1

4
P (âk 6= ak|ak = −α)

+
1

4
P (âk 6= ak|ak = 3) +

1

4
P (âk 6= ak|ak = −3) .

Per simmetria

P (âk 6= ak|ak = α) = P (âk 6= ak|ak = −α)

P (âk 6= ak|ak = 3) = P (âk 6= ak|ak = −3) .

Pertanto

P (âk 6= ak) =
1

2
P (âk 6= ak|ak = −α) +

1

2
P (âk 6= ak|ak = −3) .

Calcoliamo il secondo termine direttamente:

P (âk 6= ak|ak = −3) = P{xk > −3 + α

2
|ak = −3} = P{nk >

3 − α

2
} = Q

(

3 − α

2σ

)

.

Per quanto riguarda l’altro termine, calcoliamo prima la probabilità di corretta decisione
condizionata:

P (âk = ak|ak = −α) = P{−3 + α

2
< xk < 0|ak = −α} = P{−3

2
+

α

2
< nk < α}

= 1 − Q
(

α

σ

)

− Q
(

3 − α

2σ

)

e quindi

P (âk 6= ak|ak = −α) = Q
(

α

σ

)

+ Q
(

3 − α

2σ

)

e quindi

PS = P (âk 6= ak) = Q
(

3 − α

2σ

)

+
1

2
Q

(

α

σ

)

.

Derivando rispetto adα ed uguagliando a zero la derivata, si trova il minimo diPS con il
vincolo che sia0 < α < 3. È

dPs

dα
=

1√
2π

exp{−1

2
(
3 − α

2σ
)2} 1

2σ
− 1

2

1√
2π

exp{− α2

2σ2
} 1

σ

da cui
(3 − α)2 = 4α2 ⇒ α2 + 2α − 3 = 0

che ammette due soluzioni, ma solo una nell’intervallo di interesse e cioèα = 1.
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