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a) Sadatoil seguente sstema chiuso in retroazione:

Vol TR * ! 2- 0.4632 y
— -
R(2 Z +0.6845z- 0.2436
S(2)
R(2)

Sapendo che il tempo di campionamento del sstema € T =0.3s, S chiede di dntetizzare, mediante la
diofantes, i tre polinomi del controllore R(z),S(z),T (z) in nodo tale che il sstema controllato soddifi e
seguenti specifiche:

1) Massmasovragongazionein rispostad gradino S=10%;

2) Tempo di assestamento d 5% inrigpostad gradino T,=2s.

3) Il polinomio R(z) presenti un termineintegrale;

4) Per owiare dla possibile presenza di disturbi sull’ uscita y il polinomio dell’ osservatore A, presenti un

polo te datagliarei disturbi le cui pulsazioni Sano superiori aw = 3.

S vauti il tempo di campionamento adottato e appropriato.



Soluzione Partel

Cominciamo fissando la funzione di trasferimento ad anello chiuso che soddisfi le specifiche impogte, ovvero la

Gy(2) =202
Av(2)
Utilizzando |la specifica sullamassma sovrad ongazionericaviamoil d de poli dominanti:
2 2

q = In(S/lOZO) = In(0.21) _=05012.

In(S/100)° +p In(0.1)“ +p
Utilizzando la specifica sul tempo di assestamento a 5% ricaviamo I’ w,, del poli dominanti:
w, = 3 - 3 =2.5374.

dT, 0.5912*2
Grazie aqueste informazioni Samo in grado di fissare il polinomio caratteristico del Sstema retroazionato:
Q(2)=2*- 26 ™' cos(wnT 1-d 2) z+e ™" =72- 1.04242+0.4066 = Z° + p,z+ |, -

Per poter definire completamentela G, (z) occorre decidere quale parte di B(z) Sacancdlabile:
B =1

B" =z- 0.4632
Vida la scelta gppena fatta avremo
G (=08 (D 1¥prpy . 0.36422 _ B.(2)

B (D)Q 2 ZZ+pz+p, Z-10424z+0.4066 A (2)
S noti che e stato fissato k =1 in modo che il grado reldivo della G, (z) sialo stesso dell’impianto da
controllare.

Cdcaliamo i gradi ddll’ equazione Diofantea

Larichietaddlapresenzadi un termineintegralein R(z) imponedi fissare q = 1.
grado(S=grado(A)+q-1=2+1-1=2

grado(R’)= grado(A) - grado(Br)-1=2-1-1=0

grado(A,)= 2 grado(A) - grado(B*) - grado(A,, )+ - 1=4-1-2+1-1=1.

Primadi poter impogtare la diofantea & necessario fissare anche il polinomio A (2) . Poiché s vuoleintrodurre
un polo del’ osservatore che filtri le pulsazioni superiori a w =3 S impone per A, (z) un comportamento
analogo aun polinomio del tipo A, (s) = (s +w)= (s+3) . Di conseguenzal’ equivaente discreto sara
A(2)=z-e" " =z-e°*=2-04066=2+Dp,.

L’ equazione diofantea sara dd tipo:

A(Z)R"(2)(z- ) +B (2)S(2) = A(2) A(2

(2 +az+3)(z- Iyt 6,+ 2+ 8,7°) =(2+ p) (2 + pz+ py)

M2+ (@~ To+8,)2°+ (Bfo- @l +8) Z- afy+ § = Z +(p, + P)Z° + (P,P, + Po) Z+ Py P,
che pud essere risolto attraverso il seguente sstemalineare;

=1 =1 =1

'ia1'1+52=p1+p2 b ':1'52:p1+p2' a+l b '%!52:'1'1334
iH-a+tS=PPR TR SERR TR -G T '|'31=1'7585

t-a+$=pp fs=pp+a is, =-0.4089
Il palinomio R(z) varradunque



R(2) =R"(2B*(2)(z- 1) =(z- 0.4632)(z-1) = z°-1.4632z+0.4632 .

Mancaancorail calcolo di T. Sappiamoche B_(2) =B (2)B, (2 =B, (2) =0.3642z. Di conssguenza
T =B,,(2) A(2)= 0.3642z (z - 0.4066) =0.3642z° -0.1481z -

L’ equazione dd regolatore sara dunque

2 2
U(Z):T(Z)V(Z)_ S(z)Y(Z): 0.36427°-0.1481z v (Z)+1.13324z 1.75852+0.4089Y(Z)
R(2) R(2) 7 -1.4632z + 0.4632 7°-1.46327+0.4632
.3642-0.1481z* 1.1334-1.7 1404 2
Uz = 0.3642-0.1481z V(z )+ 33 585z ! +0.40897 Y

" 1- 1.463271 + 0.46327°2 1- 1.463271 +0.46327°2
che, antitrasformata, rende
u(k) =1.4632u(k - 1) - 0.4632u(k - 2)+0.3642v(k)- 0.1481v(k - 1)

+1.1334y (k) 1.7585y(k - 1) +0.4089y(k - 2).

La specificasul polinomio dell’ ossarvatore A, (z) impone di fissareun polo in corrispondenza della pulsazione
w =3. Tde pulsazione é d di sotto della pulsszione di Nyquist p /T = 3.1415/0.3=10.47 per cui la
dinamica ddl’ osservatore e implementabile con il tempo di campionamento scelto. Per finire, il tempo di
campionamento risulta assolutamente compatibile con il tempo di assestamento assegnato: ci0 garantisce

implicitamente che ladinamicadel poli di G, (2) risulteraimplementabile.
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a) Sadatoil seguente Sdemain retroazione unitaria

z+1.1
g(z- 0.5)* +0.4°g(z+0.2)

A
Y

S chiede di vdutarne la sabilita asntotica mediante I'uso della bilineare e del criterio di Routh-Hurwitz d
vaiare del parametro K1 [-¥,¥].
b) Sadao il ssguente Sema

R(2) (z- 06) C(2) )
(z- 09)° -

S vauti I'evoluzione libera dell’ ustita ¢(k) del sistema sapendo che le condizioni inizidi per I’ uscita sono:
c(0)=0; c(1)=1; c(2)=1.

_1£ Z Ul
1Z- a

2 .. N ..
A2 Y-k katiz = e 2
b i(z-a)7h

. i
(Suggerimento: Z =a“)

i (z- a)°



Soluzione Partel|

Quesito a
Ricaviamo il polinomio caratteritico dd ssema

z+11 _
&(z- 05)° +0.4°f(z+0.2)
(Z°- z+0.25+0.16)(z+0.2) + Kz+1.1K =0
(Z°- z+0.41)(z+0.2) + Kz+1.1K =0
(z%- 0.82° +0.21z+0.082) +Kz+1.1K =0
7°- 0.82°+(0.21+k)z +0.082+ 1.1K = 0

1+ K

Trasformiamo il polinomio caratteristico utilizzando I’ equazione bilineare z = rw

1-w

ij’—a g ; o.sgj’xg +(0.21+ K)ij’—x%o.osm 11K =0
(1+w)’- 0.8(1 +w)”(1- w) +(0.21+ K) (1+w)(1- w)* +(0.082+1.1K )(1- w)* =0
(1+3w+3w?+ w?)- 0.8(1+2w+w?)(1- w)

+(0.21+ K) (1+ w) (1- 2w +w?)+(0.082+1.1K ) (1- 3w+3w?+w’) =0
(1+3W+3W2+ WS)— O.8(1+w— W - \/\/3)

+(0.21+K) (1- w- w2 +w?) +(0.082+1.1K) (1- 3w+ 3w’ +w?)=0
w? (1+0.8+0.21+ K - 0.082- 1.1K)

+W?(3+0.8- 0.21- K+0.246+3.3K)

+W(3- 08- 0.21- K- 0.246- 3.3K)

+(1- 0.8+0.21+ K +0.082+1.1K) =0
W (1.9280- 0.1K) +W? (3.8360 + 2.3K ) +w(1.7440- 4.3K) +(0.4920+2.1K) =0

Veifichiamo lapostivitadi tutti i termini del polinomio carateridtico trasformato

Ik < 1.9280_ 1 o0
11.9280- 0.1K >0 ! '
i TK>- 38360 _ _, 6678
13.8360+23K >0 | _ L1)
| | .
1. - 4. > . .
117440 4.3K >0 _'_K<17440:0.4056
§0.4920+ 2.1k >0 : .
IK>- %) =-0.2343
T 21
Riassumendo tutti i termini sono pogtivi se
-0.2343< K <0.4056 (1.2)

Passiamo alla costruzione ddlla tabella di Routh-Hurwitz



311.9280- 0.1K  1.7440- 4.3K

2|3.8360+23K 0.4920+2.1K

1 a(K)

0| 0.4920+2.1K

dove a (K) =(1.7440- 4.3K)(3.8360+2.3K )- (1.9280 - 0.1K )(0.4920+2.1K ) =
= 5.74140800- 16.48320K - 9.68K *

Selerdazioni (1.1) sono tutte soddisfatte dlora i primi elementi delle righe 3, 2 e 0 sono senZ' dtro postivi.

Per avere la Sabilita garantita deve essere positivo anche a (K ) -

16.48320+/16.483207 +45.7414080.68 _| K, = - 1.999
2>0.68 1K, = 0.2966

Ky ,=- b -1.999<K <0.2966

Confrontando questo risultato con il risultato della (1.2) 9 ottiene che il Sstema risulta asintoticamente stabile
per
-0.2343< K <0.2966 . 1.3

Altre regioni di stabilitas potrebbero avere con tutti i termini del polinomio caratteristico negativi ovvero con

$0.4920+2.1K <0

IK<- 04920 _ 0.2343
21

: K »1:9280 _
11.9280- 0.1K <0 ! 3.8360
] | _
13.8360+ 23K <0_ | K<- 1.6678
' |
T+ - 4. < .
11.7440- 4.3K <0 : s L 7440 04056

)

]

T

S vede immediatamente che tutte queste condizioni non possono essere mal verificate Smultaneamente per cui
concludiamo che non vi sono dtre regioni di stabilitase non quelardativaal’ equazione (1.3).

Quesitob:

S riscrive lafunzione di trasferimento in forma smbolica

(z 0.6) R(2) = (z- b)
(z- 09 (z- a)°

S risde dl’ equazione dle differenze dd ssema

C(2)=

R(2)

C(2)(Z- 3aZ +3d°z- @)= R(2)(z- b)
B
c(k +3) - 3ac(k +2) +3a’c(k +1) - a’(k) =r(k +1) - br(Kk)

S ritrasforma tenendo conto delle condizioni inizidi.

z {c(k +3) - 3ac(k +2) +3a’c(k +1) - a%(k) = r(k+1)- br(k)}

Z°C(2)- Z¢(0)- Zc()- zc(2) - 3agz C(2)- 2°¢(0)- zc(Dy+3a*[zC(2) - zc(0)]- a°q(2
=7zR(2)- zr(0)- bR(2)



Tenendo conto delle condizioni inizidi imposte e annullando il termine destro ddll’ equazione in quanto € sata
richiesta |’ evoluzione libera, 9 ottiene |’ equazione semplificata
Z°C(2)- Z*- z- 3ag*C(9)- zy+3a%zC(z)- a°C(9=0
g2 - 3aZ + 3 z- @YC(2)=2*+z- 3az= Z(z+1-39)
(z-a)’C(2) =4 z+1-39)
Sodtituendo i valori numerici g ricavala Z-trasformata dell’ evoluzione libera del sstema
Z(z+1-33q)
(z- @)’
2z-17)___08 .z _ 08 209z 1 09z
(z- 09° (z-09)° (z-09F  2x0.9° (z-0.9)° 0.9(z- 0.9)°
Antitrasformando g ricavainfine

+$k 20.9° = - 0.4(K2 - K)0.92 + K 0,92

C(2)=

C(9)=

4 (k2- K)0.9¢

0.9°

o(k) = -

Usandondo invece |'integrde di inversone s sarebbe ottenuto

1é ol2 2z-1.7) 1éd? 0
c(k 093—2kl =—A Zk+l- :I..7Zk ¥ =
() = 2| &(‘ ) (z- 0.9 gz:&g 2 &dZ ( ) s

1éd SEALS 1 “H .=
=02 Y] SSgenst ke =

:%qu +1)0.94" - 17%k(K - 1)0.9° 2

Nonogtante I’ apparente diversita le due relazioni danno luogo dla stessa sequenza c(k) . Utilizzando dtri tipi di

scomposizioni in fratti semplici S sarebbe pervenuti a soluzioni ancora diverse ma comungue corrette.



