
TEORIA DEI SEGNALI A 14-09-2004Soluzioni1) Il signor Rossi possiede due telefonini. Assumendo he il tempo neessario perhé, a partireda un erto istante t = 0, rieva la prima hiamata su un telefonino sia una v.. esponenzialedi parametro λ1 per il primo e λ2 per il seondo, rispettivamente, e he le hiamate sui duetelefonini siano indipendenti, determinare la d.d.p. della v.. T = �Tempo neessario perhè ilsignor Rossi rieva una hiamata�. Di he tipo di variabile si tratta?SoluzioneDette Ti, i = 1, 2, le v.. �Tempo neessario perhé arrivi una hiamata sul telefonino i�, abbiamohe T = min(T1, T2) e quindi {T ≤ t} = {T1 ≤ t} + {T2 ≤ t}. Essendo gli eventi {T1 ≤ t} e
{T2 ≤ t} non disgiunti, abbiamo he

P{T ≤ t} = P{T1 ≤ t} + P{T2 ≤ t} − P ({T1 ≤ t}{T2 ≤ t})he, per l'indipendenza di T1 e T2 possiamo srivere
P{T ≤ t} = P{T1 ≤ t} + P{T2 ≤ t} − P{T1 ≤ t}P{T2 ≤ t}

= FT1(t) + FT2(t) − FT1(t)FT2(t) .Detta u(t) la funzione �gradino unitario�, derivando rispetto a t otteniamo:
fT (t) = fT1(t) + fT2(t) − fT1(t)FT2(t) − FT1(t)fT2(t)

= [λ1e
−λ1t + λ2e

−λ2t − λ1e
−λ1t(1 − e−λ2t) − (1 − e−λ1t)λ2e

−λ2t]u(t)

= (λ1 + λ2)e
−(λ1+λ2)t u(t)e dunque la v.. T rihiesta è anora una esponenziale di parametro (λ1 + λ2).2) La d.d.p. ongiunta delle v.. X e Y è fXY (x, y) =

{

x + y 0 ≤ x ≤ 1 ; 0 ≤ y ≤ 1
0 altrove . Stabi-lire se le due v.. sono statistiamente indipendenti, determinare E{X|Y = 1}, e alolare iloe�iente di orrelazione ρXY . SoluzioneCalolando le densità marginali:

fX(x) =

∫ ∞

−∞
fXY (x, y) dy =

{

∫ 1
0 (x + y)dy = x + 1

2 0 ≤ x ≤ 1
0 altrove = fY (x)ed osservando he fXY (x, y) 6= fX(x)fY (y), onludiamo he X e Y non sono indipendenti.Inoltre, osservando he

fX|Y (x | y) =
fXY (x, y)

fY (y)
=

{

x+y
y+1/2 0 ≤ x ≤ 1 0 ≤ y ≤ 1

0 altrove
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per y = 1 abbiamo
E{X|Y = 1} =

∫ ∞

−∞
x fX|Y (x | 1) dx =

∫ 1

0
x

2

3
(x + 1)dx =

5

9
∼= 0.55 .Per l'ultimo punto, usando Cov[X,Y ] = E[XY ] − E[X]E[Y ] aloliamo

E[Y ] = E[X] =

∫ 1

0
x(x +

1

2
)dx =

1

3
+

1

4
=

7

12
∼= 0.58e per il teorema fondamentale:

E[XY ] =

∫ 1

0

(
∫ 1

0
xy(x + y)dx

)

dy =

∫ 1

0

(

y

3
+

y2

2

)

dy =
1

3e dunque Cov[X,Y ] = 1/3− (7/12)2 ∼= −0.0069. Sevono anora le varianze. Usando V ar[X] =
E[X2] − E[X]2 i serve

E[X2] =

∫ 1

0
x2(x +

1

2
)dx =

5

12
∼= 0.41per ui V ar[Y ] = V ar[X] = 5

12 + ( 7
12 )2 = 109

144
∼= 0.0694. In�ne

ρXY =
Cov[X,Y ]

√

V ar[X]V ar[Y ]
∼= −0.0069

0.0694
∼= −0.13) Una slot mahine è omposta da 3 rulli identii, iasuno reante S simboli, ed un display hemostra un simbolo per ogni rullo. Ad ogni gioata, he osta 1 euro, i rulli vengono ruotatiindipendentemente e a aso. Se quando i tre rulli si fermano ompaiono tre simboli identii suldisplay, il gioatore vine 200 euro. La slot mahine osta 2000 euro al gestore, il quale prevedein media 5000 gioate l'anno. Qual è il minimo valore di S a�nhé il gestore della slot mahinepossa in un anno in media ammortizzare il prezzo della slot mahine?SoluzioneDe�niamo la v.. guadagno (in euro) del gestore alla i-esima gioata

Gi =

{

1 se il gioatore perde
1 − 200 = −199 se il gioatore vine .Il numero di possibili triplette della slot mahine è S3, mentre il numero di triplette on simboliuguali è S, e pertanto P{gioatore vine} = S

S3 = 1
S2 , mentre P{gioatore perde} = 1 − 1

S2 .Quindi per il teorema della probabilità totale per le medie:
E[Gi] =

(

1 − 1

S2

)

· 1 +
1

S2
· (−199) = 1 − 200

S2
.Il guadagno annuo G è la somma dei guadagni di tutte le gioate: G =

∑N
i=1 Gi, dove le Gisono v.. I.I.D. ed indipendenti da N , on E[N ] = 5000. Pertanto, per il teorema della mediaondizionata si ha:

E[G] = E[E[G |N ]] = E[N · E[Gi]] = E[N ] · E[Gi] .Imponendo he questo sia maggiore del osto C = 2000 della slot mahine troviamo: E[Gi] >

0.4, ovvero S ≥
√

200
0.6

∼= 18.3, da ui onludiamo he il minimo S per ui E[G] supera C è
S = 19. 2



4) Un gioatore di tiro al bersaglio fa N = 400 tiri, on probabilità di entrare il bersaglio p = 0.2.Ogni tiro gli osta 1 euro, e ad ogni entro ne guadagna 4. Qual è la probabilità he il gioatoredopo gli N tiri i guadagni? SoluzioneDe�nita la v.. C=�numero di entri�, la v.. G=�guadagno del gioatore� è una funzione delnumero di entri: G = C · 4 − N · 1. La probabilità erata è dunque P{G > 0} = P{C >
N/4} = P{C > 100}. La v.. C ha distribuzione binomiale on media ηc = Np = 80 e varianzaVar[C] = σ2

c = Np(1 − p) = 64.Per il teorema del limite entrale C onverge ad una v.. gaussiana on stessa media e varianza.Pertanto
P{C > 100} =

1
√

2πσ2
c

∫ ∞

100
e
−

(x−ηc)2

2σ
2
c dx =

1√
2π

∫ ∞

(

100−ηc

σc

)

e−t2/2dt

= Q

(

100 − 80

8

)

= Q(2.5) ∼= 0.0062
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