
TEORIA DEI SEGNALI A 29-09-2003

Soluzioni

1) Unascatolavieneriempitalanciandoun dadobianco(B) e unonero(N) e mettendonellascatolatante
pallinebianchequant’èil numerosullafacciadeldadoB, e tantenerequant’èil numerosullafacciadel
dadoN. Dopol’esperimento,si estraggonodallascatolatrepalline,di cui duebiancheeunanera.Qual
è la probabilitàcheil dadoB avessela facciacol numerotre?

Soluzione

Definiamogli eventi:�����
estratte2 bianchee1 nera� � ���

dadoB confaccia3�
� ji

���
dadoB confacciaj, dadoN confacciai � . CerchiamoP

� �	� � � .
Peril teoremadi Bayessi ha

P
� �
� � � � P

��� ���
P
��� ��

Notiamo chegli eventi disgiunti � ji, j
�

1�� 6, i
�

1�� 6 costituisconounapartizionedello spazio
campione,e poichéi dadi sononon truccati,e l’esperimentodi lancio ha dunque36 possibili uscite,
si haperogni i e j: P

� � ji � � 1� 36. CalcoliamooraP
��� ��� ji � . Si trattadi calcolarela probabilitàdi

estrarre2 bianchee1 neradatochenellascatolaci sono j bianchee i nere.È chiarochetaleprobabilità

è nulla se j
�

1, mentrenegli altri casici sono
j � i
3

modi di scegliere 3 palline tra quellenella

scatola,di cui
j
2

i
1

di sceglierne2 bianchetra le j disponibili e unaneratra le i disponibili,

peril principiodi analisicombinatoria.Pertanto,per j � 2, si ha

P
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j
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i
1
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3

� 3i j � j � 1�
� j � i ��� j � i � 1��� j � i � 2�

Quindi peril teoremadellaprobabilitàtotalesi ha
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mentre,poiché � è l’unionedegli eventi disgiunti � 3i, i
�

1�� 6, peril terzoassiomasi ha:

P
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�������
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P
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∑
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P
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Pertanto

P
� �	� � � � 0 073
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2) Sia X unavariabilecasualecon densitàdi probabilitàesponenzialetraslata fX � x � � e �! x " 1# U � x � 1� ,
dove U � x � è la funzionegradinounitario. Si considerila suatrasformazioneattraverso la seguente



funzione:

g � x � �
0 x $�� 2
� 0 5 � 2 % x $ 0
1 � e � x 0 % x $ 1
1 � e � 1 x & 1

Determinarela funzionedensitàdi probabilitàdellavariabilealeatoriaY
�

g � X � edisegnarneil grafico.

Soluzione

Si può applicareil teoremafondamentale.Fuori codominio: cioè per y �'�(0) 1 � e � 1*,+ � � 0 5� , si
ha fY � y � � 0. Zonepiatte: si hannodelle deltadi Dirac in corrispondenzadelle zonepiattedi g � x � ,
calcoliamoneil peso:

a) P
�
Y
� � 0 5�

�
P
� � 2 % X % 0� � 1 � e � 1

b) P
�
Y
�

1 � e � 1 � � P
�
X & 1� � e � 2.

Infine per ogni y ' � 0) 1 � e � 1 � si ha unasolasoluzionex1
� � ln � 1 � y � , con 0 % x1 % 1. In tale

intervallo g-.� x1 � � e � x1 edunqueperil teoremafondamentale

fY � y � � fX � x1 �
� g- � x1 �/�

� e �! x1 " 1#
e � x1

�
e � 1

Il graficodi fY � y � èmostratoin figura
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3) Il taxi collettivo A effettuaservizionavettatra l’aeroportoe la stazionecentrale.Il taxi arriva alle ore
0:00 all’aeroportoe cominciaa ricevereclienti. Il numerodi clienti K � t � chearrivanonell’intervallo(0) t * èunaV. A. di Poissonconmediaλt, conλ

�
0 1 clienti/min,e t èespressoin minuti. Il taxi parte

quandoa bordoci sono3 clienti. Le ore 0:00 sonoanchel’orario previsto di arrivo dell’aereosu cui
viaggiail Sig. Rossi.Il tempodi uscitadel Sig. Rossidall’aeroportodopol’ora d’arrivo previstaèuna
V. A. esponenzialenegativa conmediaη

�
10 minuti, indipendentedaK � t � . Qualè la probabilitàche

il Sig. Rossipossaprendereil taxi A? [N.B.: peri calcoli èutile ricordareche 0 xeaxdx
�

eax � x
a � 1

a2 � e

che 0 x2eaxdx
�

eax � x2

a � 2x
a2 � 2

a3 � ]
Soluzione

Definiamole V. A.:

TR
���

tempouscitaaeroportoSig. Rossi� , conPDF fTR � t � � 1
η e � t 1 ηU � t � .

TA
���

tempopartenzataxi A daaeroporto� .
K � t � ���

n. clienti sul taxi A al tempot � , conPMF P
�
K � t � � i � �  λt # i

i! e � λt , i
�

0) 1) 2) �� .



CerchiamoP
�
TA & TR � , con TA, TR V. A. indipendenti.Ora, per il teoremadella probabilitàtotalee

sfruttandol’indipendenzasi ha:

P
�
TA & TR � � 0 ∞
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�
τ � fTR � τ � dτ� 0 ∞

0 P
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0 ∑2
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η e � τ1 ηdτ� 1

η 0 ∞
0 e �3 λ " 1

η # τ 1 � λτ �  λτ # 2
2! dτ

Svolgendoi calcoli troviamo

P
�
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η �

4 ∞

0
e � xdx � λ 0 ∞
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λ � 1
η
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4) SiaU unaV. A. uniformein (0) 1* .
a) Calcolarela suafunzionegeneratricedei momenti(MGF) ΦU � s � .
b) CalcolareE (U * siadirettamentecol teoremadell’aspettazione,siatramiteil teoremadeimomenti,

verificandola coincidenzadei duerisultati.

Soluzione

a) ΦU � s � � E ( esU * � 0 1
0 esudu

� 1
s 0 s

0 exdx
� es � 1

s

b) teoremaaspettazione:E (U * � 0 1
0 udu

�
1� 2

c) teoremamomenti:E (U * � d
ds ΦU � s � s � 0

�
lims 5 0  s � 1# es " 1

s2

�
lims 5 0

es "  s � 1# es

2s
� 1

2 dovenell’ulti-
mo passaggioabbiamoapplicatola regoladeL’Hopital (derivatonumeratoreedenominatore).


