TEORIADEI SEGNALI A 29-09-2003

Soluzioni

1) Unascatolavieneriempitalanciandoun dadobianco(B) e unonero(N) e mettendmellascatolatante
pallinebianchequant’éil numerosullafacciadel dadoB, e tantenerequant’éil numerosullafacciadel
dadoN. Dopol'esperimentosi estraggonaallascatolatre palline,di cui duebianchee unanera.Qual
ela probabilitacheil dadoB avessda facciacol numerotre?

Soluzione
Definiamogli eventi:
A = {estratte2 bianchee 1 nerg ‘B = {dadoB confaccia3}

Bj; = {dadoB confacciaj, dadoN confacciai}. CerchiamdP{B|4}.
Peril teoremadi Bayessi ha

P{4B}
P{B|A4} = .
{514} P{4}
Notiamo che gli eventi disgiunti B;;, j = 1...6, i = 1...6 costituisconounapartizionedello spazio

campione g poichéi dadi sononontruccati, e I'esperimentodi lancio ha dunque36 possibili uscite,
si haperognii e j: P{Bji} = 1/36. CalcoliamooraP{4| B;;}. Sitrattadi calcolarela probabilitadi
estrarre? bianchee 1 neradatochenellascatolaci sonoj biancheei nere.E chiarochetale probabilita
j+i

enullasej = 1, mentrengyli altri casici sono< 3

) modi di scayliere 3 palline tra quellenella

j
2
peril principio di analisicombinatoriaPertantoper j > 2, siha

i\ (i .
o <(2 J>§<' 3> = FH D0

scatoladi cui < ) < '1 ) di scaylierne2 bianchetra le j disponibilie unaneratrale i disponibili,

Quindiperil teoremalellaprobabilitatotalesi ha

6 6 6 6 3ij(j—1) 5897

P{4a} = P{4|B;i}P{Bji} = — — = ~0.372
=2 2 PLAIBIPIEL = 3 3 361 +1)(j+i-1(j11-2) 15840
mentre poichéB & l'unione dggli eventidisgiunti B, i = 1...6, peril terzoassiomasi ha:

P{AB} = P{A-(J B} = T P{ABa} = _ip{ﬂu B YP{ By} = 916 ~0.073

Pertanto 0.073

2) SiaX unavariabile casualecon densitadi probabilitaesponenzialéraslatafy (x) = e DU (x + 1),
dove U (x) é la funzionegradinounitario. Si considerila suatrasformazioneattraversola seguente



3)

funzione:

0 x< -2
—-0.5 —2<x<0
90 =9 1_ex 0<x<1
1-el x> 1.

Determinarda funzionedensitadi probabilitadellavariabilealeatoriaY = g(X) e disggnarneil grafico.

Soluzione

Si puo applicareil teoremafondamentale. Fuori codominio: cioé pery ¢ [0,1 — e 1] J{—0.5}, si
ha fy(y) = 0. Zonepiatte: si hannodelle deltadi Dirac in corrispondenzalelle zonepiattedi g(x),
calcoliamonel peso:

a) P{Y =05} =P{-2<X <0} =1-g?!
b) P{Y=1-e 1} =P{X>1}=e2

Infine perogniy € {0,1— e} si haunasolasoluzionex; = —In(1—y) , con0 < x; < 1. In tale
intenallo g (x1) = e edunqueperil teoremgondamentale

fx (X]_) e*(xﬁl)

fy(y)

o) e
Il graficodi fy(y) @ mostratan figura
A
f ()
1 Y
1-e -2
A€
e-l
-0.5 0 1-e*t y

Il taxi collettivo A effettuaservizionavettatra I'aeroportoe la stazionecentrale.ll taxi arriva alle ore
0:00 all'aeroportoe cominciaa ricevereclienti. |l numerodi clienti K(t) chearrivano nell’intervallo
[0,t] €unaV. A. di PoissorconmediaAt, conA = 0.1 clienti/min, et & espressan minuti. Il taxi parte
quandoa bordoci sono3 clienti. Le ore 0:00 sonoanchel’orario previsto di arrivo dell’aereosu cui
viaggiail Sig. Rossi.ll tempodi uscitadel Sig. Rossidall’'aeroportodopol’ora d’arrivo previstaé una
V. A. esponenzial@egativa conmedian = 10 minuti, indipendentedaK (t). Quale la probabilitache

il Sig. Rossipossaprenderel taxi A? [N.B.: peri calcoli & utile ricordareche [ xe™dx = e(X — 1) e

a a?
che [ x%edx = (X — & 1 2]

a

Soluzione

Definiamole V. A.:
Tr = {tempouscitaaeroportdSig. Ross}, conPDF fr,(t) = % —Unuy (t).

Ta = {tempopartenzaaxi A daaeroporté.

K(t) = {n. clienti sultaxi A al tempot}, conPMF P{K(t) =i} = (A.—t)ie*"t, i=0,1,2,....



CerchiamoP{Ta > Tr}, conTp, Tr V. A. indipendenti. Ora, peril teoremadella probabilitatotale e
sfruttandd’indipendenzasi ha:

P{Ta>TR} = [ P{Ta>Tr|Tr="T1}fr(1)dt
Jo P{Ta > 1} frz(1)d1

Jo PK(t ) < 3} frz (T)dT

- (3toe ) o e

_ f°° -~ <1+)\r+%>dr

Swlgendoi calcolitroviamo

1 © AfoxeXdx A2 [ x%eXdx
P{Ta>Tr} = ——— / e Xdx+ —2 0
{Ta> T} n(A+3) * A+ 2(A+2)2
(3NA+2)? 25

= m:g—22078

4) SiaU unaV. A. uniformein [0,1].

a) Calcolarea suafunzionegeneratricaleimomenti(MGF) ®y (s).

b) CalcolareE[U] siadirettamentesol teoremadell’aspettazionesiatramiteil teoremadei momenti,
verificandola coincidenzadei duerisultati.

Soluzione

a) ®y(s) =E[eV] = [geldu= 1 [Sedx= &2

b) teoremaaspettazioneE[U] = [y udu=1/2

c) teoremamomenti:E[U] = Ly (s)|,_,=lims o (%18?26”1 =lims_o = % dove nell'ulti-

mo passaggi@bbiamaapplicatola regolade L'Hopital (derivato numeratoree denominatore).

e5+(s 1)e




