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Esercizio 1
Si consideri una variabile aleatoriaX con la seguente funzione densità di probabilità (PDF):

fX(x) =
1

2
δ(x) +

1

2
e−(x−3)U(x − 3)

doveU(x) è la funzione gradino unitario. Si consideri quindi la seguente trasformazione:

g(x) =

{
|x| |x| ≤ 1
1 altrove.

Determinare l’espressione analitica della PDF diY = g(X) e tracciarne il grafico. Calcolare quindiE[Y ] eVar[Y ].
Soluzione.
La PDF diX è mostrata in Figura 1. La funzioneg(x) che caratterizza la trasformazione ha l’andamento mostrato in
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Figura 1: Funzione densità di probabilitàfX(x) nell’Esercizio 1.

Figura 2. Per determinare l’espressione difY (y) applichiamo il teorema fondamentale. Notiamo preliminarmente cheX
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Figura 2: Funzione di trasformazioneg(x) nell’Esercizio 1.

è una variabile aleatoria mista, con PDF che può essere scritta come segue:

fX(x) = d(x) + f c
X(x)

dove

d(x) =
1

2
δ(x)

f c
X(x) =

1

2
e−(x−3)U(x − 3).
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• Siccome nella PDFfX(x) c’è una massa di probabilità di peso1/2 concentrata in0, si avrà una massa di probabilità
dello stesso peso, nella PDF diY , concentrata ing(0) = 0.

• Per determinare il contributo, infY (y), della componentef c
X(x), si può applicare il teorema fondamentale. Sic-

come tutta la massa di probabilità (di peso complessivo 1/2) in f c
X(x) si concentra perx > 3 e siccomeg(x) = 1

perx > 3 (cioè si ha un tratto costante), si può concludere che infY (y) ci sarà una delta, di peso1/2, centrata in
y = 1.

Riassumendo, si ha che

fY (y) =
1

2
δ(y) +

1

2
δ(y − 1)

cioèY è una variabile di Bernoulli a parametrop = 1/2 ed il grafico della PDF è dato da due delta, di altezza 1/2, centrate
in 0 ed 1.È quindi immediato concludere cheE[Y ] = p = 1/2 eVar[Y ] = p(1 − p) = 1/4.

Esercizio 2
Nel piano(x, y) è assegnato il dominioD indicato in Figura 3. Si consideri una coppia di variabili aleatorieX e Y con
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Figura 3: DominioD della funzione densità di probabilità congiunta delle due variabili aleatorieX eY nell’Esercizio 2.

densità di probabilità congiunta costante sul dominioD e nulla altrove.

1. Determinare le funzioni densità di probabilità marginali fX(x) edfY (y), e tracciarne il grafico.

2. Verificare seX eY sono indipendenti oppure no.

3. CalcolareCov[X, Y ].

Soluzione.
Il dominioD si può pensare come ottenuto dal quadrato esterno (di lato 4) che è stato “bucato” con un buco quadrato

interno (di lato 2). L’area complessiva del dominioD è quindi42 − 22 = 12. Si ha quindi:

fXY (x, y) =

{ 1
12 se(x, y) ∈ D

0 altrove.

1. Iniziamo con il calcolo difX(x). Tenendo conto della struttura del dominioD e del fatto chefXY (x, y) è costante
sul dominioD, si ha:

fX(x) =







0 se|x| > 2

∫ 2

−2
1
12 dy = 1

3 se1 < |x| < 2

2 ·
∫ 2

1
1
12 dy = 1

6 se0 < |x| < 1.

La PDF diX è mostrata in Figura 4. Essendo il dominioD simmetrico rispetto all’origineed essendofXY (x, y)
costante suD, è immediato concludere chefY (y) = fX(y), cioè le PDF marginali delle variabili aleatorieX e Y
sono uguali.
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Figura 4: Funzione densità di probabilità marginalefX(x) nell’Esercizio 2.

2. SiccomefX(0)fY (0) = 1/36 e fXY (0, 0) = 0, è immediato concludere chefX(x)fY (y) 6= fXY (x, y), cioèX e
Y non sono indipendenti.

3. Si haCov[X, Y ] = E[XY ]−E[X ]E[Y ] = E[XY ], siccome le PDF diX eY sono pari (e quindiE[X ] = E[Y ] =
0). Siccome il dominioD è simmetrico rispetto all’originee fXY (x, y) è costante suD, è immediato concludere
cheE[XY ] = 0 (infatti, per ogni punto(x, y) appartente al dominio, si ha che il punto(−x, y) appartiene al
dominio). Dimostriamolo matematicamente. Dividendo in modo opportuno il dominio di integrazione, per la
proprietà additiva dell’operazione di integrazione si può scrivere:

E[XY ] =

∫∫

D

xyfXY (x, y) dxdy

=
1

12








∫ −1

−2

∫ 2

−2

xydydx

︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ +1

−1

∫ −1

−2

xydydx

︸ ︷︷ ︸

I2

+

∫ +1

−1

∫ 2

1

xydydx

︸ ︷︷ ︸

I3

+

∫ 2

1

∫ 2

−2

xydydx

︸ ︷︷ ︸

I4








.

A questo punto, considerando il cambio di variabilew = −x nel quarto integrale, è facile rendersi conto che
I4 = −I1. Eseguendo il cambio di variabilez = −y nel terzo integrale, è facile rendersi conto cheI3 = −I2.

Esercizio 3
Ci sono 2 scatole che contengono lampadine. I tempi di vita delle lampadine nelle due scatole sono distribuiti come segue:

1. nella scatola A ci sono metà delle lampadine con tempo di vita∼exp(1) ed metà delle lampadine con tempo di
vita∼exp(1/3);

2. nella scatola B ognuna delle lampadine ha un tempo di vita∼exp(1/2).

Si sceglie a caso una scatola e poi si estrae a caso una lampadina da tale scatola. Si accende la lampadina e si constata che
il tempo di vita è maggiore di 2. Da quale scatola è più probabile che la lampadina sia stata estratta?

Soluzione.
Indichiamo con A e B le due scatole, mentreT indica il tempo di vita generico di una lampadina. Il problema chiede

di valutareP (A|T ≥ 2) e P (B|T ≥ 2) = 1 − P (A|T ≥ 2) e di scegliere la maggiore. Applicando la formula di Bayes,
si ottiene:

P (A|T ≥ 2) =
P{T ≥ 2|A}P (A)

P{T ≥ 2}
. (1)

Siccome la scatola è scelta a caso, si haP (A) = 1/2. La probabilitàP{T ≥ 2|A} corrisponde alla probabilità che il
tempo di vita di una lampadina estratta a caso dalla scatola Asia maggiore o uguale a 2. Restringendo lo spazio campione
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alla scatola A, una partizione è costituita dai due tipi di lampadine presenti nella scatola A. Denotando questi due tipi di
lampadine comeA1 edA2, applicando il teorema della probabilità totale allo spazio campione ridotto, si ottiene:

P{T ≥ 2|A} = P{T ≥ 2|A, A1}P{A1|A} + P{T ≥ 2|A, A2}P{A2|A}

= P{T ≥ 2|A1}
1

2
+ P{T ≥ 2|A2}

1

2
(2)

doveA, A1 sta perA∩A1 (similmenteA, A2 = A∩A2) e, nella seconda riga, si sono utilizzati i risultati: (i)A∩A1 = A1

(similmente,A∩A2 = A2) e (ii) metà della lampadine nella scatola A sono del primo tipo: P{A1|A} = P{A2|A} = 1/2.
A questo punto, siccome

P{T ≥ 2|A1} =

∫ ∞

2

e−t dt = e−2

P{T ≥ 2|A2} =

∫ ∞

2

1

3
e−t/3 dt = e−2/3

da (2) segue che

P{T ≥ 2|A} =
1

2

(

e−2 + e−2/3
)

.

Siccome nella scatola B c’è un solo tipo di lampadine, si ha:

P{T ≥ 2|B} =

∫ ∞

2

1

2
e−t/2 dt = e−1.

Applicando il teorema della probabilità totale considerando la partizione formata da A e B, la probabilità a denominatore
di (1) si può calcolare come segue:

P{T ≥ 2} = P{T ≥ 2|A}P (A) + P{T ≥ 2|B}P (B)

=
1

2

[
1

2

(

e−2 + e−2/3
)

+ e−1

]

.

La probabilità (1) è quindi

P (A|T ≥ 2) =
e−2 + e−2/3

e−2 + e−2/3 + 2e−1
≃ 0.46.

Di conseguenza, essendoP (B|T ≥ 2) = 1−P (A|T ≥ 2) ≃ 0.54, si può concludere che è più probabile che la lampadina
sia stata scelta dalla scatola B.

Esercizio 4
Siano date le due VA indipendentiX ∼ Unif(−1, 1) eY confY (y) = 1

2e−|y|. Si considerinoZ = X +Y eW = X2Y .
Si calcoliCov[Z, W ].

Soluzione.
Applicando la proprietà di bilinearità della covarianzae per definizione di covarianza, si può scrivere:

Cov[Z, W ] = Cov[X + Y, X2Y ] = Cov[X, X2Y ] + Cov[Y, X2Y ]

= E[X3Y ] − E[X ]E[X2Y ] + E[X2Y 2] − E[Y ]E[X2Y ]. (3)

A questo punto, notando cheE[X ] = E[Y ] = 0 (le PDF diX e Y sono pari) e sfruttando l’indipendenza fraX e Y , da
(3) si ottiene:

Cov[Z, W ] = E[X2]E[Y 2].

Essendo (teorema dell’aspettazione, parità delle PDF, edintegrazione per parti):

E[X2] = 2

∫ 1

0

x2 1

2
dx =

1

3

E[Y 2] = 2

∫ +∞

0

y2 1

2
e−y dy = 2








[

−e−y y2

2

]∞

0
︸ ︷︷ ︸

0

+

∫ +∞

0

ye−y dy

︸ ︷︷ ︸

1








= 2

si ottiene, finalmente, cheCov[Z, W ] = 2/3.
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